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L'usage d'une 
al
ulatri
e est interdit pour 
ette épreuve. Si, au 
ours de l'épreuve, un


andidat repère 
e qui lui semble être une erreur d'énon
é, il le signale sur sa 
opie

et poursuit sa 
omposition en expliquant les raisons des initiatives qu'il a été amené à

prendre.

La partie B utilise le résultat de la question 5.(b).ii de la partie A.

Le but de 
e problème est la modélisation du passage des bus à un arrêt.

λ désignera dans tout le problème un réel stri
tement positif.

On rappelle qu'une variable aléatoire à densité X suit la loi exponentielle de paramètre

λ si, et seulement si, une de ses densités est la fon
tion fλ dé�nie sur R par

fλ ∶ x z→ { λe−λx si x ≥ 0
0 si x < 0

PARTIE A : étude d'un premier exemple

1. Pour tout réel α > 0, on 
onsidère l'intégrale généralisée

Γ(α) = ∫ +∞

0

tα−1e−t dt

(a) En utilisant lim
t→+∞

tα−1e−t/2, montrer qu'il existe un réel A > 0 tel

que : ∀t ≥ A, tα−1e−t/2 ≤ 1

En déduire que ∫ +∞

A
tα−1e−t dt 
onverge.

(b) En déduire que l'intégrale Γ(α) 
onverge.
2.(a) Cal
uler Γ(1).
(b) À l'aide d'une intégration par parties, montrer que

Γ(α + 1) = αΓ(α).
(
) En déduire que, pour tout entier naturel n non nul, Γ(n) = (n−1)!

3. Soit U une variable aléatoire réelle, et soit n un entier naturel stri
-

tement positif (on rappelle que λ ∈ R∗+). On dit que U suit une loi

gamma de paramètres n et λ si et seulement si U est une variable

aléatoire dont une densité est donnée par la fon
tion ϕn,λ dé�nie par :

ϕn,λ ∶ x z→ { λn

(n−1)! x
n−1e−λx si x > 0

0 si x ⩽ 0

On note alors U ↪ γ(n,λ).
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(a) Véri�er que la fon
tion ϕn,λ ainsi dé�nie est bien une densité de

probabilité sur R.

(b) Soit U une variable aléatoire de loi γn,λ.

Montrer que U admet une espéran
e et une varian
e et les 
al
uler.

4. Soit un réel x > 0. Pour tout 
ouple (p, q) d'entiers naturels non nuls,

on pose

I(p, q) = ∫ x

0

tp−1(x − t)q−1dt
(a) Cal
uler I(1, q).
(b) Pour p ⩾ 2, 
al
uler I(p, q) en fon
tion de p, q et I(p − 1, q + 1).
(
) En déduire que I(p, q) = (p − 1)!(q − 1)!(p + q − 1)! xp+q−1

5. Soient p et q deux entiers naturels non nuls. On 
onsidère deux va-

riables aléatoires Xp et Xq, indépendantes de lois respe
tives γ(p, λ)
et γ(q, λ).
On rappelle que si X et Y sont deux variables aléatoires indépen-

dantes de densités de probabilité respe
tives g et h dé�nies sur R,

alors X + Y admet pour densité la fon
tion θ dé�nie sur R par :

θ ∶ xz→ ∫ +∞

−∞
h(t)g(x − t)dt

(a) Montrer que Xp +Xq ↪ γ(p + q, λ)
(b) Soit n ∈ N∗. On se donne n variables aléatoires mutuellement in-

dépendantes (U1, . . . , Un) de même loi exponentielle de paramètre

λ.

i. Véri�er que la loi exponentielle de paramètre λ est une loi γ

dont on pré
isera les paramètres.

ii. En déduire que

n∑
k=1

Uk est une variable aléatoire de loi γ(n,λ).
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PARTIE B : modélisation du passage des bus

On s'intéresse aux instants de passage su

essifs des bus à un arrêt donné.

Dans 
ette modélisation, le passage d'un bus à l'arrêt est 
onsidéré 
omme

instantané (le bus arrive et repart au même instant).

Le servi
e 
ommen
e à l'instant T0. Le premier bus du matin passe à l'ins-

tant T1. On pose U1 = T1−T0 qui représente don
 le temps entre l'ouverture

du servi
e et le passage du premier bus de la journée. Le temps é
oulé entre

les passages du premier et du se
ond bus de la journée est modélisé par une

variable aléatoire U2. T2 désigne l'instant auquel 
e se
ond bus arrive ; on a

don
 U2 = T2 − T1. Le bus suivant passe ensuite à l'instant T3 au bout d'un

temps U3, et ainsi de suite ... Pour n ∈ N∗, Tn désigne l'instant où le n-ème

bus arrive à l'arrêt et Un+1 le temps é
oulé entre les passages du n-ème bus

et du (n + 1)-ème bus de la journée.

On a don
, pour tout n ∈ N, Un+1 = Tn+1 − Tn.

Dans 
ette partie et la suivante, on suppose les variables Tn et Un dé�nies

pour tout n ∈ N∗.

On suppose que les variables aléatoires (Un)n≥1 sont mutuellement indépen-

dantes. On suppose de plus qu'elles suivent une loi exponentielle de para-

mètre λ > 0. On suppose T0 = 0. Pour tout n ∈ N∗, on a don
 Tn =

n∑
k=1

Uk.

On dé�nit en�n la fon
tion de 
omptage N de la façon suivante : pour tout

t ∈ R+, Nt est le nombre de bus qui sont passés à l'arrêt dans l'intervalle

[0, t].

1. Simulation du modèle.

(a) i. Soient V une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur

[0, 1] et λ > 0. Montrer que la variable E = −1
λ
ln(V ) suit une

loi exponentielle de paramètre λ.

ii. En déduire une fon
tion EXPO(lamb) en Python qui a pour

paramètres d'entrée lamb (le paramètre λ), et qui renvoie aléa-

toirement une valeur de E.

(b) Utiliser la question (a).ii pour élaborer une fon
tion TEMPS(lamb,n)

qui a pour paramètres d'entrée lamb (le paramètre λ des lois expo-

nentielles Uk) et n le nombre de bus passés, et qui renvoie le temps

de passage du n-ème bus.
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(
) Elaborer une fon
tion TRAFIC(lamb,t) qui a pour paramètres

d'entrée lamb (le paramètre λ des lois exponentielles Uk) et t un

réel stri
tement positif, et qui renvoie le nombre de bus passés dans

l'intervalle de temps [0, t].

2. On 
her
he d'abord à se faire une idée des propriétés élémentaires du

modèle.

(a) Soit t ∈ R+.

i. Montrer que l'événement [Nt = 0] est réalisé si, et seulement si,

l'événement [t < T1] est réalisé.

ii. Pour tout n ∈ N∗, montrer que l'événement [Nt = n] est réalisé

si, et seulement si, l'événement [Tn ≤ t < Tn+1] est réalisé.

(b) Tra
er le graphe de la fon
tion t z→ Nt pour 0 ≤ t ≤ 3.5 lorsque :

U1 vaut 1, U2 vaut 0.5, U3 vaut 1.5, U4 vaut 0.25 et U5 vaut 1.

3. Soit t ∈ R+ �xé et soit n ∈ N∗. On admettra que Nt est une variable

aléatoire réelle dis
rète et on s'intéresse i
i à sa loi.

(a) Donner la loi de Tn.

(b) Montrer que l'événement [Nt ≥ n] est réalisé si, et seulement si,

l'événement [Tn ≤ t] est réalisé. En déduire une expression de

P(Nt ≥ n) utilisant une intégrale.

(
) En déduire que Nt suit la loi de Poisson de paramètre λt.

indi
ation : on pourra dériver la fon
tion xz→ xn

n!
e−λx

4. On suppose que les bus de la ligne passant à l'arrêt 
onsidéré peuvent

avoir deux terminus A et B di�érents. Pour tout t ∈ R+, on note At

(respe
tivement Bt) le nombre de bus allant au terminus A (respe
-

tivement au terminus B) qui sont passés entre l'instant 0 et l'instant

t. Nt désigne 
omme 
i-dessus le nombre total de bus, tous terminus


onfondus. On a don
 Nt = At +Bt.

Lorsqu'un bus se présente à l'arrêt, on suppose que qu'il a pour ter-

minus A ave
 une probabilité p ∈ ]0, 1[, et B ave
 la probabilité 1−p,
indépendamment des autres bus.

(a) Soient t ∈ R+, n ∈ N et k entier tel que 0 ≤ k ≤ n. Déterminer la

probabilité 
onditionnelle P[Nt=n](At = k).

(b) En déduire la loi de At.
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