Corrigé du devoir surveillé

Partie A Loi gamma

1. (a)

(b)

Par croissances comparées, . 1121 t*1e=t/2 =, donc Ve > 0,IA >0, Vt > A, |[t° e /2 —0|<e
—+00

D’autre part , V¢ > 0, t* 1e*/2 > 0, donc en choisissant ¢ = 1,

JA>0tel que Vi > A4, 0<t* e /2«1

La fonction f : t — t* et est continue et positive sur |0, +oof et V& > A, 0 < t* le7! < e /2

oo
/ e t2dt est convergente ; donc par le théoréme de comparaison des intégrales de fonctions positives,
A

“+ o0
/ t*~1et/2d¢t converge
A

A
vt €]0,A], 0<tetemt <t et / t>~1dt est convergente car o — 1 > —1, donc
0

‘l’intégrale I'(«) converge pour « > 0‘

—+oo
ra) = / e tdt =1 (on reconnait la densité d’une loi exponentielle de paramétre 1).
0

A
Soit A > 0, on pose I(4,a) = / t*e~'dt ; on observe que Alim I(A,a) =T(a+1).
0

—+00

ou@) =t ()=t 1
On pose : { V() = et (t) = —et u et v sont de classe C' sur ]0, A

A A
I(A,0) = [u(t)v(t)]o + a/o t*~te~tdt, or AEIEWU(A)v(A) =0 et u(0)v(0) =0 (car on peut prolonger

u par continuité en (). Ainsi par passage a la limite lorsque A — +o0,

’Va >0, T(a+1)= aF(a)‘

Pour tout entier naturel n, I'(n + 1) = nT'(n) et I'(1) = 1, donc par une récurrence immeédiate :

‘Vn eN*, T(n)=(n- 1)!‘

+oo +oo
©n,x est positive ou nulle sur R, continue sauf peut-étre en 0; ainsi / ona(z)de = / ona(z)dz
—00 0
+o0 1
Par le changement de variable ¢t = Az, / ena(r)de = ( 1)'F(n) =
O n - .

‘gpm ) est une densité de probabilité‘

+oo
Sous réserve d’existence E(U) = / Z ppa(x)dz, or Ve > 0, x g, a(x) = %ganrL,\(x)
0

donc E(U) existe et vaut E(U) = Z/OJH)C Ont1a(x)de = ;
U admet bien une espérance et F(U) = %
De méme E(U?) = /0+°° 2o (a)dr = (n—;izl)n /0+OO Ptz (z)de = (n+ n —;21)71
V() = B - By = B
U admet bien une variance et V(U) = %




q 0 q
24
11,9 =%
(ha) =
u(t) = tp=1 u'(t) = (p—1)tr=2
. _ +)4 1
(b) On pose : o) = (5 — )1 () = — (x—1t) u et v sont de classe C' sur [0, z]
q
—$)a1" -1
I(p,q)=[—tp‘1(x ) ] + I -1,0+1)
q 0 q

—1
I(p,q)=pTI(p—1,q+1)

P—-Dg=1)! 1ig

c) Pour tout entier p > 1, on pose, H, =Vq > 1,1(p,q) =

Initialisation : H; est vrai d’aprés [4al)
Hérédité : Soit p > 1 tel que H), est vrai

p p (p—D(g)! (p+1-1g—1)! 1o :
I 1 ==7 1) = =2 7\ ppta — p+1+q—1 H t
(p+1,q) P (p,g+1) ¢ Bt T pFitq—1) T ot H,4q est vrai
(p—DWg—=1)! .4
Vp>1,Yqg>1,1(p,q) = —— 2L gPHa
(p-q) (p+q-—1)!

5. (a) 0 est la densité de X, + X, obtenue par le produit de convolution.
On remarque avant tout que X, + X, est a valeurs dans R*, donc Vz < 0, (z) = 0.

Soit > 0, O(x) = / EpA(t)pga(x —t)dt car pga(z—t)=0sit ¢ [0,x]
0

pYax \PHae—Az AP+
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‘Xp“'Xq‘_)’Y(p‘HL)\)‘

O(x) =

T
)' / tpflef)\t (x_t)qflef)\(mft)dt — prrqflef)\:c
+JO

(p—Dlg—1

(b) 1i. La loi exponentielle de paramétre X est la loi (1, \)

ii. Soit une suite (Uy),,~, de variables indépendantes de loi £ (A)

n
Pour tout entier n > 1, on pose H,, = S,, = Z Ui — v(n, A)
k=1
Initialisation : H; est vrai d’aprés
Héredité : Soit n > 1 tel que H,, est vrai
Sn+1 = Sn +Unt1; Sy et Upyq sont indépendantes, S, < v(n, A) et Upr1 — (1, N)
D’aprés Snt1 = y(n+1,A); ainsi

ZUk — 'V(na)‘)

k=1

Partie B Modélisation du passage de Bus

1.(a) i. E est définie si et seulement si V' > 0, donc E est une variable aléatoire presque stirement définie;
V(Q) =[0,1] donc E(Q) C RT.
Ve <0, P(E<z)=0.

Soit >0, [E<z]=[InV > -Az]=|V < exp(—)\x)} ,donc P(E<z)=1—P(V <exp(—Ax))



ii.

Comme V est une variable aléatoire a densité, P (V < exp(—Az)) = P (V < exp(—Az)) = e **
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E= -5 (V)= &)

from math import x
from random import random
def EXPO(lamb):
return —log (random ())/lamb

=W N =

-

e

TEMPS(lamb ,n):

T=0

for k in range(n):
T+=EXPO(lamb)

return T

o)
o
-

TRAFIC (lamb , t ) :
T,n=0,0
Passages =[]
while T<t:
DernierPassage=T
T+=EXPO(lamb)
nt=1
Passages.append (T)
return DernierPassage ,T,n—1

i. t < T si et seulement si le premier bus passe aprés 'instant ¢ c’est a dire s’il n’y a pas de bus entre
les instants 0 et ¢t ou encore si et seulement si N; = 0.

ii. Si N; =mn, alors il y a exactement n bus qui sont passés entre les instants 0 et t, alors le niéme bus

passe a U'instant ¢ ou avant et le (n + 1)iéme aprés ¢t donc T, <t et Tpy1 >t
Réciproquement si T;, <t < Tj,41, alors il y a exactement n bus qui sont passés entre 0 et ¢.

((Ni=n)= (T, <t <Topr)|
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3. Soit t >0

(a)
(b)

D’aprés la partie A, T,, < v(n, \)

Si Ny > n alorsil y aau moins n bus qui sont passés entre les instants 0 et ¢, alors le niéme bus passe
a 'instant ¢t ou avant d’ou 7;, < t.

Réciproquement, si T;, < t alors il est passé au moins n bus entre les instants 0 et ¢.

t t n
P(Nt = ’I’L) = P(Tn < t) = / @n,/\(q")dx = / A 'l'n_le_Asz)
0 o (n—=1)!

N; est a valeurs dans N.
P(Ny=0)=P(t<T)=1-PU; <t)=1—(1—e M) =N

t t 1
A" At
Vne N, P(Ny=n)=P(N;>n)—P(N; >n+1) = / 2" lem Ay — / z"e Mdx =
0 0

) (n—1)! n!
A" tA)"
[n'x"e_m} () e~ on en déduit :

|
0 n.

Si N; = n, ily a alors n épreuves de Bernoulli indépendantes de probabilité de succes p ( aller au terminus A).

D’ou la loi conditionnelle de A; sachant N; = n  est la loi binomiale de paramétres n et p, avec la
convention que la loi B(0,p) est la loi certaine égale a 0.

Piny=n) (Ae = k) = ()pFq" % avecqg=1—-p

A; est A valeurs dans N.

Vk e N, P(A=k) = Z Pin,—n) (At = k) P (N; = n) par la formule des probabilités totales avec le
n=0
systéme complet d’événements (N; = n)

neN
S GO0 PP = RO M) e ()"
P(A, = k) = k _n—k At F At _ At
o=y = 3 (Pt e = e S T < e S O
en posant le changement d’indice : n’ =n —k
k k
On reconnait une série exponentielle : P (A; = k) = %e‘“e"\qt = %e"\pt

Remarque : on peut montrer que By < P (Aqt) et que A; et By sont indépendantes



