Chapitre 1

Limites et continuité

La notion de limite (de suite ou de fonction) abordée graphiquement et intuitivement ap-
parait dans les programmes dés la classe de premiére, elle est ensuite approfondie en classe de
terminale en s’appuyant sur la notion d’intervalle maitrisée en fin de classe de seconde. Il est
exclu, au lycée, d’employer les notations apprises dans les sections post-baccalauréat (epsilon
et autres quantificateurs ...). Nous les utiliseront cependant dans la suite de ce cours afin de
prendre un recul nécessaire quant & l’enseignement dispensé dans le secondaire et de simplifier
les démonstrations (peu nombreuses) de propriétés ou autres théorémes.

Dans tout le chapitre et sauf mention expresse du contraire, on considére des fonctions de
variable réelle & valeurs réelles.

1.1 Limites de fonctions

1.1.1 Limites en +00 et en —c0
Soit f une fonction définie sur un intervalle non majoré. On dit que :
e f tend vers 400 lorsque x tend vers +oo si : VA > 0,3x¢ € R: Vz > xg, f(z) > A.
e f tend vers —oo lorsque x tend vers +oo si: VB > 0,3xg € R: Vo > zo, f(z) < B.
e f tend vers le réel ¢ lorsque z tend vers 400 si : Ve > 0,3xg € R : Vo > xo, | f(z) — {] < e.
De fagon analogue, si f est définie sur un intervalle non minoré. On dit que :
e [ tend vers +oo lorsque x tend vers —oo si : VA > 0,3z¢ € R : Vo < xg, f(x) > A.

e f tend vers —oo lorsque x tend vers —oo si : VB < 0,3zp € R: Vx < z9, f(z) < B.
e f tend vers le réel £ lorsque x tend vers —oo si : Ve > 0,3xg € R: Vo <z, |f(z) — {| < e.

1.1.2 Limites en un réel «

Soit f une fonction définie sur un intervalle I =Ja;b[ et a € I. On dit que :

e f tend vers £ lorsque z tend vers « si :

Ve>0,In>0:zxel,|lz—al<n=|f(zx)—{ <e

Propriété 1.1 Si f admet une limite finie £ en « alors £ est unique. On écrit : limy_,,, f(z) = £.
Définition 1.1 Silim,_., f(z) existe alors on dit que f est continue en a, on a alorslim, ., f(x) = f(«).
Définition 1.2 Si f est continue en tout point o de I alors on dit que f est continue sur I.

Propriété 1.2 Si f est continue en « alors f est bornée au voisinage de a.



Il est fréquent d’étudier des fonctions n’étant pas définies en un point « de 'intervalle I mais
seulement sur un voisinage de celui-ci, ce type d’étude conduit naturellement a la notion de limite
a gauche et de limite & droite.

1.1.3 Limites a gauche, limites a droite

Soit I un intervalle et a appartenant a I,f une fonction définie sur I non nécéssairement
définie en a.
On dit que :

e f tend vers £ lorsque x tend vers « & gauche si :

Ve>0,In>0:0<a—zx<n=|f(x)—4{ <e

e f tend vers £ lorsque x tend vers a & droite si :

Ve>0,In>0:0<z—a<n=|f(zr)—{ <e

Il est aisé d’établir les définitions analogues lorsque la limite de f, & gauche ou a droite, est
infinie. Ces définitions ont pour conséquence qu'une fonction f définie en « est continue en «
si et seulement si les limites de f(z) quand z tend vers o & gauche et & droite existent et sont

égales a f(«).
Définition 1.3 On dit que [ est prolongeable par continuité en v si f n'est pas définie en « et si

lim, ., f(x) existe. Dans ce cas, la fonction f définie par f(m) =f(x)sizelet f(a) = limy_q f(2)
est appelée prolongement par continuité de f en a.

Théoréme 1.3 La somme, le produit et la composée de deux fonctions continues sont continues.

1.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

Le théoréme suivant permet de préciser I'existence de solutions pour des équations mettant
en jeu des fonctions continues.

Théoréme 1.4 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]. Pour tout réel k compris

entre f(a) et f(b), Uéquation f(x) = k posséde au moins une solution appartenant a l'intervalle
[a;0].

Si on suppose en plus que la fonction f est strictement monotone sur l'intervalle [a;b], on
obtient 1'unicité de la solution.

Théoréme 1.5 (Théoréme de la bijection) Soit f une fonction continue strictement mono-
tone sur lintervalle [a;b]. Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), équation f(x) = k
posséde une unique solution appartenant & l'intervalle [a;b].

Ce théoréme est parfois énoncé sous une forme équivalente :

Théoréme 1.6 Soit f une fonction continue strictement monotone sur lintervalle [a ; b].
Si f(a)f(b) <0 alors f s’annule une et une seule fois sur [a;b].



1.3 Théorémes de comparaison

Théoréme 1.7 (Théoréme des gendarmes) Soif f, g et h trois fonctions définies sur un in-
tervalle non majoré. S’il existe un réel A tel que pour tout x € [A;+oo[ on ait: f(x) < g(x) < h(z)
et limy, 400 f() =limy oo h(x) = £ € R alors lim,_, 4 g(x) = L.

N.B : on établit un théoréme analogue lorsque = tend vers —oo ou vers un réel « en adaptant
I’ensemble de définition des fonctions et le voisinage sur lequel on établit I’encadrement.

Théoréme 1.8 (Théoréme de comparaison 1) Soit f et g deux fonctions définies sur un
intervalle non magjoré. S’il existe un réel A tel que pour tout x € [A;+oo[ on ait : f(z) < g(x)
et limy 100 f(x) = 400 alors limy_ 4o g(x) = +00

Théoréme 1.9 (Théoréme de comparaison 2) Soit g et h deux fonctions définies sur un
intervalle non majoré. S’il existe un réel A tel que pour tout x € [A;+o00] on ait : g(x) < h(z)
et limy 100 h(z) = —00 alors lim,_ 4o g(z) = —00

N.B : on établit des théorémes analogues lorsque x tend vers —oo ou vers un réel a en adaptant
I’ensemble de définition des fonctions et le voisinage sur lequel on établit I’encadrement.

1.4 Asymptotes et branches paraboliques

-,

On munit le plan d’un repére (O;f, )) et on désigne par C la courbe représentative d’une
fonction f.
1.4.1 Asymptotes d’équation = = «

Si limg_. = 0o alors la droite d’équation © = « est asymptote a C.

1.4.2 Asymptotes d’équation y =«
Silimg—toof(x) = a (resp. limy—, oo f(x) = a) alors la droite d’équation y = a est asymp-
tote a C en +o00 (resp. —o0).

N.B : lim;— oo f(x) = a est équivalent & lim, 4~ (f(z) — a) = 0.

1.4.3 Asymptotes obliques et branches paraboliques

Soit f une fonction définie sur un intervalle non majoré, si limy; o0 f(x) = oo alors une

f(z)

¢tude complémentaire est nécéssaire. On calcule lim; oo —,—, trois cas se présentent :

~

(z)
z)
z)

o limy io0o = 00, on dit que C admet une branche parabolique de direction (Oy) en +oo.

~

o [imy io0o = 0, on dit que C admet une branche parabolique de direction (Ox) en +oo.

~
28|58

o limg oo = a, il faut dans ce cas calculer limy_, ;o (f(x) — ax) :

— Soit limg—100(f(z) — ax) = b, auquel cas la droite d’équation y = ax + b est asymptote
a C en +00.

— Soit limy— 400 (f(x) —ax) = 00, on dit que C admet une branche parabolique de direction
la droite d’équation y = ax en +oo.

N.B : les définitions ci-dessus sont analogues lorsque x tend vers —oc.



Chapitre 2

Dérivabilité

2.1 Nombre dérivé d’une fonction

Définition 2.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € 1. Silimg_,q W =/
ot £ € R alors on dit que la fonction f est dérivable en a et que le nombre dérivé de f en a est

0. On écrit f'(a) = L.

N.B : i. le nombre dérivé d’une fonction en a est la limite du taux de variation de f entre a et
x ol x appartient & I. C’est aussi le coefficient directeur de la tangente a la courbe réprésentative
de f en a puisque la tangente peut étre vue comme position limite des sécantes & la courbe de
f en a lorsque z tend vers a.

f(@)=f(a)

r—a

wzfenposantxza-i-h-

ii. limg ., =/ est équivalent a limy_,q
Définition 2.2 Si f est dérivable en tout point a € I alors on dit que f est dérivable sur I.

Théoréme 2.1 Toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur I, la réciproque est

fausse.

2.2 Fonctions dérivables et opérations

Tableau des dérivées des fonctions usuelles et régles opératoires. f, g et u sont des fonctions

dérivables sur un intervalle I.

Fonction Dérivée Validite
2" (n € N) nz" ! R
z® (0 € Z) ar®~! R**
v N R
sinx cos T R
cosx —sinz R
tan x ﬁ—l—ktaan R\{Z +kn};keZ
Inz 1 R+*
e’ e’ R
arcsin x \/11_17 | —1;1]
arccos T Vit | —1;1]
arctan x leg R
f+y f'+4q I
f.g f’./g + f.,g’ I
I Lala 10 {w59(2) £ 0)
u" neN nu w1 I
fou (ffou) I si f dérivable sur u([l)
ev u'e” I
Inu n In{z;u(x) >0}
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2.3 Applications de la dérivation

2.3.1 Equation de la tangente

Soit f dérivable sur I et a € I, ’équation réduite de la tangente & la courbe représentative
de f en a est:

y=f(a)(@—a)+ f(a)
2.3.2 Approximation affine d’une fonction

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I et a € I. Comme f est dérivable en a, on
peut écrire : limy,_ M =/, c’est a dire :

lim flath) = fla) f(a)=00u f'(a) =1

h—0 h
En posant e(h) = M — f’(a) on peut alors écrire :
fla+h)= f(a) +hf'(a) + he(h)
ot €(h) est une fonction telle que limj_ge(h) = 0. cette derniére expression appelée déve-

loppement limité d’ordre 1 de f en a, ceci est équivalent a dire que lorsque h tend vers 0,
fla+h) ~ f(a)+ hf'(a), cette derniére formulation est ’approximation affine de f au voisinage
de a.

2.3.3 Dérivée d’une fonction réciproque

Théoréme 2.2 Si f est une fonction dérivable et strictement monotone de l'intervalle I sur
Vintervalle J = f(I) et si f' ne s’annule pas sur I, alors la fonction f~' est dérivable sur J et :

1
—1\/ __

(f ) - f/of_l

2.3.4 Dérivée et sens de variation

Théoréme 2.3 Soit I un intervalle et f une fonction dérivable de I dans R. La fonction f est

croissante (resp. décroissante) sur I si et seulement siVa € I, f'(x) > 0 (resp. Vo € I, f'(z) < 0).

N.B : Si f" est positive (resp. négative) sur I sauf peut-étre en un nombre fini de points ou elle
s’annule alors f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.
2.3.5 Dérivée et extréma

Théoréme 2.4 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I qui n’en est
pas une borne. Si f présente un extremum local en a et si elle est dérivable en a alors f'(a) = 0.



Chapitre 3

Théorémes fondamentaux

Ce chapitre reprend une partie des théorémes cités dans le précédent et ouvre une voie vers
les théorémes au programme de ’enseignement supérieur, chaque théoréme est suivi d’une preuve
qui peut étre omise en premiére lecture.

3.1 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I. St a et b sont deux réels ap-
partenant a I tels que f(a)f(b) <0, alors :

deelasb] - f(c)=0
preuve :

Supposons a < bet f(a) <0< f(b) (si ce n’est pas le cas on change f en —f). Nous allons
construire deux suites (ay,) et (b,) par récurrence : On pose agp = a et bp = b, on a ag < by et
f(ap) < 0 < f(bo). Supposons ay, et by, construits tels que a, < b, et f(ap) < 0 < f(by) et

notons ¢, = %.

e Si f(c,) <0 alors on pose ap+1 = ¢, €t byt = by (1).
e Si f(c,) = 0 alors on pose ant1 = ayn €t byy1 = ¢, (2).

Dans les deux cas on a a, < apt41 < bpg1 < by <bpg1 et flapt1) <0< f(bpg)-
La suite (a,,) est croissante, la suite (b,,) est décroissante et Vn € N, a,, < b,, par construction.
De plus, lim,,—, 4 (b, — a,) = 0 puisque (toujours par construction) l'on a :

Vn € N, b, — ap = b;n“

Les suites (a,) et (by,) sont donc adjacentes et vérifient Vn € N, f(a,) < 0 < f(by), notons ¢
leur limite commune, on a alors ¢ € [a;b] et en passant a la limite, la continuité de f en ¢ donne

f(e) <0< f(e)ie: f(e) =0 cqfd.

Théoréme 3.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Si f est une fonction continue sur
un intervalle [a;b] et k un réel compris entre f(a) et f(b) alors ’équation f(x) = k posséde au
moins une solution appartenant a lintervalle [a;b].

preuve :

11 suffit d’appliquer le théoréme précédent a la fonction g définie par g(x) = f(z) — k.



Théoréme 3.3 (Corollaire) L’mage d’un intervalle par une fonction continue est un inter-
valle.

preuve :

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, il faut démontrer que f(I) est un intervalle,
c’est a dire :
Vyr € f(I),Vy2 € f(I),[y1;92] C f(I)
Soit y € [y1;y2], considérons x; € I et x9 € I tels que f(z1) = y1 et f(x2) = y2. Comme y est
compris entre f(z1) et f(x2), le théoréme des valeurs intermédiaires nous donne l’existence d’un
élément ¢ appartenant a I tel que y = f(c¢), donc y € f(I), cqfd.

Théoréme 3.4 Toute fonction continue sur un segment posséde un mazximum et un minimum.

preuve :

Rappel : la borne supérieure (resp. inférieure) d’une fonction sur un intervalle est le plus petit
(resp. grand) des majorants (resp. minorants) de cette fonction sur cet intervalle.

Soit f une fonction continue sur un segment [a;b]. Démontrons que f admet une borne
supérieure M sur [a;b] et qu'il existe z € [a;b] tel que M = f(x).
Raisonnons par 'absurde et supposons f non majorée sur [a;b], c’est a dire :

VAeR, 3z €a;b] : f(z)> A
On peut donc construire une suite (z,,) d’éléments de [a;b] telle que :
vn €N, f(z,) =n (*)

Cette suite étant bornée, on peut en extraire une sous-suite convergente () dont la limite
a est dans [a;b].

Comme f est continue en «, on en déduit que (f(7,(,))) est une suite convergente donc
bornée, ce qui est en contradiction avec (). Donc f est majorée sur [a;b].

Supposons maintenant que M = supf ne soit pas atteint, i.e :
Vo € [a:b), f(z) £ M

La fonction ¢g : z +— m est alors définie et continue sur [a;b] comme inverse d'une
fonction qui ne s’annule pas. Or, d’aprés la premiére partie de la démonstration, toute application
continue sur [a;b] est majorée.

Soit A un majorant strictement positif de g, on a :

Va € [a;b],g(z) < A

On en déduit : 1
V€ [a;b], f(z) <M—Z

Le réel M — % est alors un majorant de f plus petit que M, ce qui contredit le fait que M
est la borne supérieure de f sur [a;b]. Donc il existe x € [a;b] tel que M = f(z).

En appliquant ce qui précéde & —f on en déduit que f posséde aussi une borne inférieure et
que celle-ci est atteinte, cqfd.

Théoréme 3.5 Si f est une fonction continue sur le segment [a;b], alors :
f(la;0]) = [m; M]

ot m =minf et M = maxf.
[a ;0] [asb]

preuve :

L’image d’un segment par une fonction continue est un intervalle qui contient ses bornes,
c’est donc un segment.



3.2 Théoréme de Rolle, Théoréme des accroissements finis
Théoréme 3.6 Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un point de I qui n’en est
pas une borne. Si f présente un extremum local en a et si elle est dérivable en a alors f'(a) = 0.

preuve :

Comme a n’est pas une extrémité de 'intervalle I on peut trouver hy > 0 tel que [a— hq ;a+ hy] C 1.
Supposons que f présente un maximum local en a (si ce n'était pas le cas il suffirait de
changer f en —f), il existe donc hg > 0 tel que :

Ve el, |z —a|l < hy= f(x) < f(a)

Soit h = min(hy, he), pour 0 < x — a < h on a alors :

f@) -~ 0) _,

x—a
et donc :

fala) = lim, I ;:5(") <0
De méme, pour —h <z —a <0, o0n a:
f@) - @) _,

x—a

et donc :
fi(a) =limz — a_if(x) — fla) >0

g T —a

Of f est dérivable en a, donc f'(a) = fj(a) = fy(a) = 0 cqfd.

Théoréme 3.7 (Théoréme de Rolle) Soit a et b deux réels tels que a < b. Si f est une
fonction continue sur [a;b], dérivable sur ]a;b| et vérifiant f(a) = f(b) alors il existe un réel ¢
appartenant a |a;b| tel que f'(c) = 0.

preuve :

La fonction f étant continue sur [a ; b], 'image par f du segment [a ;b] est un segment [m ; M]
avec m < M.
Sim = M, la fonction f est constante sur [a;b] donc de dérivée nulle sur ]a;b]

Sim < M, I'un des réels m ou M est différent de la valeur commune prise par f en a et b.
Supposons par exemple m # f(a), la fonction atteint alors la valeur m en un point ¢ différent de
a et de b, elle admet donc un minimum en ce point ¢ qui appartient a l'intervalle ouvert Ja; b,
ce qui implique f’(¢) = 0, cqfd.

Théoréme 3.8 (Théoréme des accroissements finis) Soit a et b deuz réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur [a;b], dérivable sur]a;b[ alors il existe un réel ¢ appartenant
a [a;b] tel que :

preuve :

Etant donné un réel k, on considére la fonction ¢ définie sur [a;b] par p(z) = f(z) —k(z —a)
et 'on choisit k de fagon a ce que ¢(a) = ¢(b), ce qui donne :
f(0) — f(a)

b—a

Comme la fonction ¢ est continue sur [a;b], dérivable sur Ja;b| et vérifie p(a) = ¢(b), on
peut lui appliquer le théoréme de Rolle : il existe donc un réel ¢ appartenant a |a;b[ tel que
¢'(¢) =0, ce qui équivaut a :

k=

cqfd.



3.3 Applications

Théoréme 3.9 (Variations d’une fonction) Soit I un intervalle et f une fonction dérivable
sur I. La fonction f est croissante (resp. décroissante) si et seulement siVa € I, f'(x) > 0 (resp.

Veel, f(x)<0).
preuve :
Traitons le premier cas, le second s’en déduit en considérant — f.

Si f est croissante, pour tout a € I, le taux d’accroissement de f en a est une fonction positive
et sa limite f’(a) est donc positive.

Réciproquement supposons Vo € I, f'(z) > 0. Soit x1 et xo deux réels de 'intervalle I
vérifiant x; < z2. Comme f est continue sur [z ; x2], dérivable sur |z ; z2[, on peut lui appliquer
le théoréme des accroissements finis sur le segment [x] ; 23], il existe donc un réel ¢ appartenant
a |z ; zaf tel que :

fz2) — f(@1) = (2 — 1) f'(c) 2 0

et par suite f(z2) > f(x1), la fonction f est donc croissante sur I, cqfd.

Théoréme 3.10 (Corollaire) Une fonction dérivable sur un intervalle I est constante si et
seulement si sa dérivée est nulle.

preuve :

Une fonction est constante si et seulement si elle est croissante et décroissante, d’otu le résultat
en appliquant le théoréme précédent.

Théoréme 3.11 (Inégalité des accroissements finis) Soit a et b deux réels tels que a < b.
Si f est une fonction continue sur [a;b], dérivable sur |a;b| et s’il existe des réels m et M
vérifiant :

Vz €la;b,m < f'(z) < M

alors on a :
m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a)

preuve :

D’apreés I'inégalité des accroissements finis appliquée a la fonction f sur le segment [a ;b], il
existe un réel ¢ tel que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c). Or, par hypothése, on a m < f'(¢) < M, ce
qui implique :

m(b—a) < f(b) - f(a) < M(b—a)
cqfd.



Chapitre 4

Fonctions usuelles

4.1 Fonctions logarithmes et exponentielles

4.1.1 Logarithme népérien

Définition 4.1 La fonction inverse posséde une unique primitive s’annulant en 1 sur R, cette
primitive s’appelle fonction logarithme népérien et est notée In. inverse.

N.B : On verra dans un prochain chapitre que toute fonction continue sur un intervalle I posséde
des primitives sur I et que deux primitives d’une méme fonction différent d’une constante.

Théoréme 4.1 La fonction logarithme népérien vérifie :
¥(z,y) € (R%)* In(zy) = Inz +Iny
Conséquences :

a. ¥(z,y) € (R%)2,In
b. Vx € R* ,Vn € Z,In

)=Inz —Iny,
z") =nlnz,

—~ 8

Propriété 4.2 La fonction logarithme népérien est une bijection strictement croissante de |0 ; +00|
sur R vérifiant :

lim Inz =400 et limlne = -0
T—+400 z—0

4.1.2 La fonction exponentielle

Définition 4.2 La bijection réciproque de la fonction logarithme népérien est appelée fonction
exponentielle, notée exp. C’est une bijection strictement croissante de R sur R vérifiant :

lim expx=0et lim expx =400
T——00 T—+00

De plus elle est dérivable sur R et (expx) = expx.

Propriété 4.3 La fonction exponentielle posséde les propriétés suivantes :

1. exp0=1.

2. Pour tous réels x et y, exp (r +y) = exprexpy.

3. Pour tous réels x et y, exp (x —y) = expx'
expy

4. Pour tout n € Z et tout réel x, expnr = nexpx.
Définition 4.3 Soit a un réel strictement positif et différent de 1, la fonction qui a tout réel
nx
In(a)
Définition 4.4 Soit a un réel strictement positif et différent de 1, la bijection réciproque de la

fonction logarithme de base a est appelée fonction exponentielle de base a, elle est définie sur R
a valeurs dans R* et notée exp, .

strictement positif x associe est appelée fonction logarithme de base a, elle est notée log,.
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N.B : On établit les propriétés analogues a celles de la fonction logarithme népérien et de la
fonction exponentielle (exercice).

Notation :
Soit a un réel strictement positif différent de 1, on a exp, 1 = a donc pour tout n € Z,

exp, n = exp,n.1 = (exp, 1)" = a"

On pose alors pour tout = € R, a® = exp, = exp (zlna), en particulier on a expx = €.

4.1.3 Les fonctions puissances

Définition 4.5 La fonction qui a tout réel strictement positif x associe exp (alnz) = z% avec
a € R est appelée fonction puissance.

Représentations graphiques des fonctions puissances :

aB
g=1
d a=1
Dea=1
a=0
a=0
v v v v v v v v v — v p—

Propriété 4.4 Pour tous réels a et b, x et y strictement positifs, on a :
200 — a a.b _ .a+b

Yyt = (zy)* x2%2" ==z
19=1 20 =1 In (%) =
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4.1.4 Les fonctions racines

Pour tout entier naturel n non nul la fonction qui & tout réel positif x associe z est continue
et strictement croissante sur Ry . Elle réalise donc une bijection de Ry sur R, et sa bijection
réciproque est appelée fonction racine n-iéme, notée {/z.

N.B : Lorsque n est impair on peut définir la fonction racine n-iéme sur R.

4.1.5 Croissances comparées

Soit a et b deux réels strictement positifs, on a :

lim M =400 et lim |z|’exp(ax)=0.
T——+00 x b T——00
1
lim (Inz)

=0 et lim 7| Inz|® = 0.
r—+oo @ z—0

4.2 Fonctions trigonométriques réciproques

4.2.1 Fonction Arcsinus

Définition 4.6 L’application sinus induit une bijection strictement croissante de [—%, g] sur
[—1,1]. Son application réciproque est appelée fonction arc sinus et se note arcsin. On a donc :

T T
Yy = arcsinx <= = =siny et —3 <y < 5
L’application arcsin est donc une bijection strictement croissante de [—1,1] sur [—g, g] .

D’apreés les théorémes sur les fonctions réciproques, la fonction arcsin est continue sur [—1,1] et
dérivable sur |—1,1[.
Comme —§ < arcsinz < 7,
La relation cos? (arcsinz) 4 sin? (arcsinz) = 1 fournit donc cos (arcsinz) = v1 — 22.
Il en résulte que pour x € |—1,1[, on a

on a cos (arcsinx) > 0 et sin (arcsinz) = x.

( inz)’ 1 1
arcsinzx)’ = - =
cos (arcsinz) /1 — 22
Dans le plan muni d’un repére orthonormé, la courbe représentative de la fonction arcsin est
symétrique de celle de la fonction sin par rapport & la premiére bissectrice.

2,,

-2
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4.2.2 Fonction Arccosinus

Définition 4.7 L’application cosinus induit une bijection strictement décroissante de [0, 7] sur
[—1,1]. La fonction réciproque, appelée arc cosinus est notée arccos. On a

’y:arccosx<:>:n:cosy et Oéygﬂ‘

L’application arccos est continue sur [—1, 1] et dérivable sur |—1,1[, de dérivée

1
V1—22

(arccosx)’ = —

-2 -1 0 1 2

D

4.2.3 Fonction Arctangente

Définition 4.8 L’application tangente induit une bijection strictement croissante de ]—g,%[
sur R. L’application réciproque est appelée arc tangente, et se note arctan. On a donc :

T T
y = arctanz <= r = tany et —§<y<§

L’application arctan est continue et dérivable sur R, et pour tout x de R

, 1
(arctanz) = 5
1+2

2 —

1 +
1 1 1 1 —0 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 D 1 2 3 4 5

-1 +

2 L
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Chapitre 5

Etude locale des fonctions

Dans tout ce chapitre les fonctions considérées sont définies au voisinage de a € R et nous
supporserons pour simplifier qu’elles sont toutes définies sur une méme partie de partie D de R.
Si de plus a € D alors on suppose que toutes ces fonctions sont continues en a.

5.1 Dominance et négligeabilité

5.1.1 Définitions
Définition 5.1 Soit f et g vérifiant les hypothéses précédentes.

1. On dit que f est dominée par g au voisinage de a s’il existe une fonction u définie sur D,
bornée au voisinage de a telle que f = gu au voisinage de a.
On note alors f = O(g) (lire "f égale grand O de g").

2. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de a s’il existe une fonction € définie
sur D telle que f = ge au voisinage de a et limx — aeg(z) = 0.
On note alors f = o(g) (lire "f égale petit o de g").

Exemples

1. On a 2?sini = O(2?) au voisinage de 0.

2. On a 2?sin 1 = o(|z|2) au voisinage de 0.
3. On a 22 = o(sinz) au voisinage de 0 puisqu’au voisinage de 0 on a 22 = ¢(z) sinx o :
2

e(z) = T sio< |z| <1 et e(z) =0 sinon
sinz

avec donc limgz_oe(z) = 0.

4. Une fonction f est bornée au voisinage de a si, et seulement si, elle est dominée par la
fonction constante 1, i.e : f = O(1).

5. Une fonction f tend vers 0 en a, si, et seulement si, elle est négligeable devant la fonction
constante 1, i.e : f = o(1).

5.1.2 Propriétés

f=olg) = f = O(9)
fi=0(g) et f2=0(9) = fitfr = 0O()
fi=0(g) et fo=0(g2) = fifo = O(g192)
fi=olg) et fo=olg) = fi+tfo = olg)
fi=o(g) et f2=0(92) = fifa = o(g192)
fi=o(g1) et fa=o(g2) = fifoe = o(g192)
f=0(g) et =0(h) = f = O(h)
f=o(g) e g=0h = f = o(h)
f=0(g) et g=oh) = f = o(h)
f=o(g) e g=oh) = f = o(h)
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Propriété 5.1 Si, au voisinage de a, la fonction f est dominée par une fonction bornée au
voisinage de a, alors f est bornée au voisinage de a.

Si, au voisinage de a, la fonction f est dominée par une fonction qui tend vers 0 en a, alors
f tend vers 0 en a.

Si, au voisinage de a, la fonction f est négligeable devant une fonction bornée au voisinage
de a, alors f tend vers 0 en a.

Théoréme 5.2 Supposons que g ne s’annule pas sur D\ {a}. Alors au voisinage de a :

1. f est dominée par g si et seulement si 5 est bornée au voisinage de a.
2. f est négligeable devant g si et seulement si limg_.q % =0.

5.2 Fonctions équivalentes

Définition 5.2 Soit f et g deux fonctions définies sur D, on dit que [ est équivalente 4 g au

voisinage de a, ou équivalente & g en a, s’il existe une fonction h définie sur D, telle que f = gh

au voisinage de a et limy_,, h(z) = 1. On note alors f ~ g ou f ~ g (lire "f équivalente a g").
a

N.B:ona f ~ gsi, et seulement si, il existe une fonction € tendant vers 0 telle que f = (14-¢)g
a

au voisinage de a, c’est a dire si, et seulement si, f — g = o(g).

Propriété 5.3 Si f est équivalente o g au voisinage de a, alors g est équivalente & f au voisinage
de a. C’est pourquoi on dit alors aussi que [ et g sont équivalentes au voisinage de a.

Propriété 5.4 Si g ne s’(mgu)tle pas au voisinage de a alors f équivalente & g au voisinage de a
s, et seulement si, lim,_., ) = 1.

Exemples

1. Si f et g sont deux fonctions strictement positives et équivalentes en a alors \/f et /g sont

équivalentes en a.
2. Au voisinage de 1, on a :

2 —1=(@—-1)(2*+z+1)~3x—1)

et donc :

o Va3 —1~ ¥3(x—1).

o (23— 1)% ~ 3%z — 1)“ (attention, sur ]1;+oo[).

3. Lorsque z tend vers +oo la quantité z3 — 222 + = + 3 est équivalente & 23 donc :

\/$3—2:E2+90+3~m%

Propriété 5.5 Soit f et g deux fonctions équivalentes en a, si g admet une limite finie ou infinie
en a alors f admet une limite en a et ces limites sont égales.

Propriété 5.6 Soit f et g deux fonctions équivalentes en a.

1. Si g est positive sur D alors f est positive au voisinage de a.

2. 5t g ne s’annule pas sur D alors f ne s’annule pas au voisinage de a.

3. Si g ne s’annule pas sur D\{a} alors la restriction de f a D\ {a} ne s’annule pas au voisinage
de a.
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5.2.1 Comment obtenir des équivalents ?

Propriété 5.7 Soit f une fonction dérivable en a, si f'(a) # 0 alors au voisinage de a :

f(@) = f(a) ~ f'(a)(z — a)

Equivalents usuels en 0

e* =1~z In(l+z)~z
sinx ~x arcsinz ~ x
tanx ~ x arctanx ~ x

Propriété 5.8 Soit f et g deuzx fonctions définies sur D équivalentes en a. Si u est a valeurs
dans D telle que lim,_. u(z) = a alors les fonctions fowu et gowu sont équivalentes en c.

Propriété 5.9 (Reégles de calcul) Au voisinage de a :
1. Si f~qgetg~h alors f ~ h.
2. Si fi ~ g1 et fa ~ go alors f1fa ~ g1g2.
i ¢

3. Si fi ~ g1 et fa ~ go et si aucune de ces fonctions ne s’annule sur D\ {a} alors — ~ =.
92
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