TRAVAUX DIRIGES Capes interne

Intégration et calcul de primitives

Exercice 1 : Démontrer que Vx € [—1,1], arcsinz = § — arccos z.

Exercice 2 :

1. Démontrer que la fonction f:z — 1 — % posséde des primitives sur R% puis déterminer l'unique primitive de
f qui s’annule en 2.

2. Démontrer que les primitives sur R de la fonction exponentielle ne s’expriment pas toutes sous la forme :
xT
F,:x— / eldt
a

Exercice 3 :

1. Démontrer que si f est une fonction continue, positive ou nulle sur un intervalle [a, b] et si fab f(t)dt =0 alors f
est constante égale a 0 sur [a, b].

2. Soit f une fonction continue et positive ou nulle sur [a,b], on suppose qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) > 0.
Démontrer que f; f(t)dt > 0.

Exercice 4 : Démontrer que la suite de terme général I,, = fog cos™ tdt est convergente.

Exercice 5 : Calculer l'aire du domaine plan délimité par les droites d’équations z = —1, x = 2 et les courbes
représentatives des fonctions suivantes : f : 2z +— —22 et g:x+— 22+ 2+ 1.

Exercice 6 : Soit f la fonction définie sur RY, par : f(z) =2z — 3+ 2.
1. Etudier f et construire sa courbe représentative (Cy) dans un repére orthonormal, on précisera les asymptotes
éventuelles.
2. Calculer laire A(A) de la partie du plan délimitée par Cy et les droites d’équations y =2z —3, z =1let z = A
pour A > 1.
3. Etudier la limite éventuelle de A()\) lorsque A tend vers +oc.

4. Reprendre I'exercice avec la fonction g définie sur R par : g(x) = 22 — 3 + %

Exercice 7 : Fonction définie par une intégrale

1 (% Int
Soit G la fonction définie par : G(x) = 5/ 1_1'1_7152
1

1. Déterminer ’ensemble de définition de G.

dt.

2. Démontrer que G est de classe C'' sur son ensemble de définition.

3. Calculer G’, que peut-on en déduire ?

Exercice 8 : Cas général

1. Soient f une fonction continue sur un intervalle I, u et v deux fonctions définies et dérivables sur un intervalle
J, a valeurs dans I. Démontrer que la fonction G définie sur J par :

v(x)
Gz) = / T

est dérivable sur J et déterminer sa dérivée.
2. Application : démontrer que la fonction G définie sur R par G(z) = f; et—tdt est de classe C! sur R .

2
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Exercice 9 : Etudier la fonction G définie sur R, par G(z) = / Tdt'

x

2z

1
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Exercice 10 : Etudier la fonction f définie sur R par f(z) = dt. On étudiera la parité, les variations

et on démontrera que lim f(x)=0.
xr——+00
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Exercice 11 : Pour z > 0 et x # 1, on pose f(z) = / ﬁdt
n
x

1. Justifier Vexistence de f(z). Démontrer que f est dérivable sur |0,1[ et |1,4o0[. Calculer f’ et étudier les

variations de f.
Iz 1
2. Pour tout > 0 et = # 1, calculer / mdt. En déduire que f(x) est compris entre zIn 2 et 22 In 2. Déterminer
n

x

les limites de f en 0, 1 et +o0.
3. On prolonge f par continuité en 0 et 1. On note g ce prolongement. Démontrer que g est de classe C* sur R, .

42
Exercice 12 : Calculer hm R f dt.
1x— 1+ t2
n—1 1
Exercice 13 : Démontrer que la suite définie par : Vn € N*, u,, = Y ————— converge et déterminer sa limite.
= k2
k=0 \ /2 — &2
n
Exercice 14 : Démontrer que la suite définie par : Vn € N*, Z ﬂ converge et déterminer sa limite.
k=1 /n(n -+

Exercice 15 : Démontrer que les suites suivantes convergent et préciser leur limite :

n—1
Lou, =Y Hvn?— k2

2. v, = %Sin—

3w, =
“ ny/n

1
tTL
Exercice 16 : On considére la suite de terme général I,, = / mdt‘
0

n t'r’L

1. Démontrer que ¥n € N*, V¢t € [0, 1], 5 < T30 < tm.

2. En déduire que hm I, =0.

n—-4o0o

2
Exercice 17 : Calculer/ (t — t*[t])dt.
0

Exercice 18 :

1. En considérant la fonction ¢ — 1 sur lintervalle [k, k + 1] (k € N*), démontrer que l'on a :

1
——— <In(k+1)—Ink <
1 n(k+1)—1In

T =

n
2. On pose pour tout n € N* : S, = > % Déduire de la question 1. que :
k=1

Yn>=2 Inn+1)< S, <1l+lan
3. En déduire queS ~ Inn.

Exercice 19 :
1. Démontrer que pour tout = € [—3,1], [In(1 +2) — 2| <

2. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Démontrer que :

(e (2) o 0)

k=1



Exercice 20 :

1. Démontrer que : Vx € [0, 1], arcsin x + arccos z est égal & une constante dont on précisera la valeur.

sin? . ;2
2. Soit f la fonction définie par : f(x) = fob ¥ arcsin v/tdt + foc<,5 *arccos v/tdt.
a. Démontrer que f est définie et dérivable sur R.

b. Démontrer que f est m-périodique et paire sur R.

™

c. Démontrer que f est constante sur [0, 5] et en déduire qu’elle est constante sur R. Déterminer cette constante.

Exercice 21 : Lemme de Lebesgue
Démontrer que si f est de classe C! sur [a, b], on a :

b b
lim / f(®)sin(nt)dt = lim / f(#) cos(nt)dt =0

n—-+oo n—-+o0o

Exercice 22 : Inégalité de Cauchy-Schwarz, inégalité de Minkowski

1. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b]. Démontrer que la fonction A — fab()\f(t) +g(t))2dt
est une fonction polynomiale toujours positive. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

( / bf(t)g(t)dt>2 < ( / bf(t)th> ( / bg<t>2dt>

2. Démontrer que si f et g sont continues sur [a, b], on a égalité dans l'inégalité de Cauchy-Schwarz si, et seulement
si, f et g sont proportionnelles.

3. En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, démontrer 'inégalité de Minkowski :

( / 0 +g<t>>2dt) < ( / bf(t)zdt> T ( / bg<t>2dt>

Exercice 23 : Premiére formule de la moyenne

2

1. Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur [a, b] (avec a < b), la fonction g étant positive. Démontrer
que si m = inf (44 f(2) et M = sup,¢(, 4 f(2) alors on a :

b b b
m/ g(t)dté/ f(t)g(t)dtSM/ g(t)dt

2. En déduire que si f est continue alors il existe ¢ € [a, b] tel que :
b b
[ s = 1) [ g
Exercice 24 : Soient deux fonctions f et g définies et continues sur [0, 1] telles que :

1 1
f>0,g>0,/ f=1et / fg>0
0 0
1. Démontrer que, pour tous a et x réels strictement positifs, on a :

1nx<£+1na—l
a

2. En deéduire que : /01 f(t)In(g(t))dt < In (/01 fg).

Exercice 25 : Soit f une fonction continue et strictement croissante sur un intervalle [a, b] et & valeurs dans [0, 1].
On suppose de plus que f(b) =1 et Pon définit la suite de terme général :

b
I = / (F() dt

1. Démontrer que la suite (I,,) est décroissante.

2. Démontrer que (I,,) est positive, en déduire qu’elle converge vers un réel ¢.



3. Pour tout z €]a, b] et tout n € N, démontrer que : 0 < I, < (z — a)(f(x))™ + (b — z).
Indication : utiliser la relation de Chasles.

4. En déduire que, pour tout = €la,b[,ona: 0< < b— 1.

5. En déduire la valeur de ¢.

Exercice 26 : Calculer les intégrales suivantes :

0
1. I:/ 2l g

_1$2+.T—2
1
2 2 1
2. J = / de.
(xz—1)2
-3+ 2
3. K =
/:Ezforl

Exercice 27 :

™

1. Calculer I = /6 tan xdw.

0
! x
2. Calculer J = ———dz.
/0 x? —dx+4
3. Déterminer les primitives des fonctions suivantes sur des intervalles a préciser :
1
a. T .
22 —3x+2
3z +1
b.x+— —-—.
22+x+1

Exercice 28 : Calculer les intégrales suivantes & I’aide d’un changement de variable :

e:C

Ina
1. Pour a > 1, I:/ —duz.
0

1+62x
1
2. J:/ V1 — 22dz.
0

Exercice 29 : Calculer les intégrales suivantes :

T
1. Iz/ sin? z cos® zdzx.
0

™

Z .5
2. J:/ sin® xdx.
0

x
3. Pourz e R, K= / sin? z cos? zdz.
0

Exercice 30 : Calculer les intégrales suivantes & ’aide d’intégrations par parties :

1
1. I:/ tarctan tdt.
0

e

2. J:/ t% sin 2tdt.
0

3. K = / cos ze®dx, (de deux fagons différentes).
0

1
4. L :/ (z% 4+ 1)e~"dz.
0

Exercice 31 : Calculer les intégrales suivantes en faisant apparaitre une exponentielle complexe :

1
1. I :/ (z — 3) cos ze**dz.
0

2. J:/ sin 2ze” *dz.
0



Exercice 32 : Calculer les intégrales suivantes :

™

2 1
1. I:/ ——dx
- sinz
4
cos T

= sin xr + 2tan“ x
3. K = / sin @ — T da
cosd z 4 sin° x

Exercice 33 : Calculer les intégrales suivantes a ’aide du changement de variable indiqué :

/\/1——dt avec a € R} (t = asinu).

. — (u=t
/0 1+smx( an 3)-

T tsint
3./ 7sm2 dt (u=m—1t).
o l4cos?t

w3

Exercice 34 : Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1] telle que : f(1) = /(1) = 0.

1
Démontrer que : lim n2/ 2" f(x)dx = 0.
n—-+4o00 0

Exercice 35 : Pour tout entier naturel n on définit :

1 tn
In = / *'el_tdt
O n.

1. Déterminer si la suite (I,,) a une limite, et si oui, laquelle.
2. Trouver une relation de récurrence entre I, et I,,.

3. En déduire en fonction de n le terme général de la suite (I,).

4. En déduire 'existence et la valeur de la limite suivante : hrf Z 2

Exercice 36 : Pourn € Net z € |-Z,Z[ on définit : F,(z) = / tan” tdt.
0

Calculer Fy(x).

Démontrer que : F,1o(x) + F,(x) = 57 tan™ ! (2).

Soit I,, = F,, (%) Démontrer que la suite (I,,) décroit et converge.

Déterminer la limite de la suite (I,).

A

Démontrer que pour tout n :

1_, _ — = = — 1 17
+ + +2n+1 + (=1)"I2p2
6. En déduire que :
I 1 1+1 1+ +(—1)" 0
1im — = _ — — = —
n—-+00 3 5 7 2n +1 4

1
Exercice 37 : Pour n € N, on pose : J, = / t"v1 — tdt.
0

1. Calculer Jj.
2. Calculer J; en effectuant le changement de variable u = /1 — ¢.

3. Démontrer, en intégrant par parties que, pour tout n > 1, on a :

2n
Jp =
' 2n+3

Jn—l

Indication : utiliser la relation (1 —t)2 = (1 — t)y/T — ¢.

4. Démontrer que la suite (.J,,) converge. Quelle est sa limite ?



