TRAVAUX DIRIGES Capes interne

Nombres réels

Exercice 1 : Soient n et p deux entiers naturels tels que p < n. Ecrire les sommes suivantes & I'aide de 3 :

1.(a1—|—b1)—|—(a2+b2)—|—(a3+b3). 4.a1 + a3z + as + ar. T.Qp+ apg1 + -+ agp—1 + azp.
2.a10 + a11 + a1z + a13. S.a1+ax+ -+ ap +ant1. 8.ap+ap+1+--~—|—an,1+an.
3. a9 + ago + aso + aqp- 6.a1 +as+ -+ asn_1+ aon. 9.a04+ a4+ -+ asp_o + asy.

Q Exercice 2 :

1. Démontrer que 22:1(% +b) = 22:1 ay + 22:1 by
2. Soit n € N*, démontrer que >_;_, (ar +br) = Y p_q ar + 2 b (additivité de la somme).

3. Comparer Y ;' gay et D0 o an_p.
Exercice 3 : Compléter les formules suivantes :
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Exercice 4 : Calculer les sommes suivantes :

H
NIE
o
o
Mu.
o
=
m
=

5

11. in+1 — X
i=1

12. in—&-l — Ty

x>
I

—
b

[N}
R
—
~
ot
>

k=1 k=1

3.Zn:1. S.ixk(meR). 13@2/{( ——
k=0 k=1
J n

431 9. > 2 (z €R). 14. Zln( i )

~
Il
s
~
Il
-

M-

a(a € R). 10. Zaka:_k (a € R,z € R). 15.Q Z ( )
, k=0

=~
Il
i
o~
Il
_

Exercice 5 : On pose Cy =1 et pour n € N:

n+1 chcn k

Calculer C1, Cs, Cs et démontrer que pour tout entier naturel n non nul, C,, > 2"~1.

Exercice 6 : Soit n € N, calculer S, = > ((2p)* et T, = >0 _(2p + 1)

Exercice 7 : Calculer les sommes suivantes :
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Exercice 8 : Soient ay,as,...,a, et by, ba,...,b, une famille de 2n réels quelconques.

n n n
On pose A = Za%, B= Zbi, et C = Zakbk
k=1 k=1 k=1

1. Calculer P(x) =Y ,_, (arx + bg)? en fonction de A, B, C et x.
2. En déduire que C? < AB, (Inégalité de Cauchy-Schwartz).
3. Discuter le cas d’égalité.

Exercice 9 : Soit n un entier naturel non nul.

1. Démontrer que, pour tout entier naturel k tel que n >k > 1, on a : Ic(Z) = n(zzi)
2. En déduire que : >p_ k(7)) =n >, (721).
3. Démontrer que : Y ;_; (Z:i) = E?:_ol ("Zl) =2n-1
4. Démontrer que : Y p_ k(}) =n2""1
QO Exercice 10 : Démonstration de la formule du binéme de Newton
1. Ensupposant que (a-+b)" = >}, (1)a*b" ™%, démontrer que (a+b)" Tt = 7' (7)aFTon=F4370 () akon R

2. En utilisant le changement d’indice 7 = k£ 4+ 1 dans la premiére somme précédente, démontrer que :
n n n n
b n+1 — n+1 ibn—i+1 ibn—i+1 bn+1
(a+0) a4 ; ;)0 + ; ;e +

3. En déduire que (a + b)" = S04 (T ettt

K3
4. Terminer la démonstration par récurrence.

Exercice 11 : Calculer (1 +v/3)* + (1 — \/?:4).

Exercice 12 : Utilisation du symbole []. On suppose que n et p sont deux entiers naturels tels que p < n. Ecrire
les produits suivants a ’aide du symbole [].

1.2x4x6x8% - x (2n—2) x 2n. 4 (X-1D)X-2)(X=-3)...(X —n).
2.1x3x5x--x(2n—1)x (2n+1). 5.a%a2,y...a;_jar.
3. sin(z) sin(2x) sin(3x) . . . sin(nz). 6. (X —a1)(X —a2)**(X —a3)® ... (X —a,)*.

Exercice 13 :
1. Soit n € N*, calculer [[}_; ¢, (c € R).
2. Comparer : ([T7_, ax) (ITi—; bx) et [Ti—; axbk. En déduire []}_, (cai) en fonction de [, _; a.
3. Comparer [[_, ax et [[}_; ant1—k-

Q Exercice 14 : Equations et inéquations.

1. On considére I'équation (E) : az® + bz + ¢ = 0 ot a # 0. Démontrer que « et 3 sont solutions de (E) si, et
seulement si on a les relations suivantes :
a.a+p=-21;
b.af = 2.

2. Soit a un nombre réel quelconque. Résoudre dans R les équations 22

=aeta?=uzx.
3. Soit m € R. Résoudre dans R I’équation & paramétre : m2z2 + 2ma — 3 = 0.
4. Résoudre dans R I'inéquation z = /2 — x.
Exercice 15 : Résoudre dans R :
LvV22+o+1=x+1 3Vat—z—2>x—2. 5.2V% = (V1)
2.2 —x—-22 |z —2|. 4meRV2x+m>=a+1. 6.(x2):”=x(”32).

O Exercice 16 : Démonstration de I’inégalité triangulaire
Le but de l’exercice est de démontrer la propriété :

(1) (2)
Ve e R,Vy e R, ||z| — ly|| < |z +y| < |z|+ |y

1. En élevant au carré | + y| et |z| + |y|, démontrer I'inégalité (2).

2. En remarquant que |z| = |z + y — y|, démontrer I'inégalité (1).



