TRAVAUX DIRIGES Capes interne

Eléments de théorie des ensembles

Exercice 1 :

1. Soit E = {a;b;c;d;e} avec a, b, ¢, d et e distincts deux a deux. Démontrer que P(E) contient 2° éléments et
calculer P(E).

2. Soit E un ensemble & deux éléments, calculer P(E) et P(P(F)).

QO Exercice 2 : Soit F un ensemble et soient A, B, et C' trois parties de E. Démontrer les propriétés suivantes :

1.ACB= BCA. 4.(ACB) & (A=ANB).
2.0pA = A 5 AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
3.(AcCet BCC)= (AUB) CC. 6.AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).

Q Exercice 3 : Lois de De Morgan
Soit F un ensemble, A et B deux sous-ensembles de F, démontrer que :

1. AUB=ANB.
2. ANB=AUB.
Exercice 4 : Différence et différence symétrique

1. Soit E un ensemble, pour tous éléments A et B de F, on appelle différence de A et B, ’ensemble noté
A\B={z € E;x € Aetz ¢ B}

Démontrer que A\ B = AN B.
2. On appelle différence symétrique de A et B, 'ensemble noté AAB = (A\ B)U (B \ A).
Démontrer que AAB = (ANB)U(BNA)=(AUB)\ (AN B) (faites un dessin!).
Exercice 5 :
1. Pour tout entier naturel non nul k, on pose A, = [k — 1;k + 1] Calculer Ui(fls A et ﬂio:of Ap.
2. La famille (Ax)1<k<200s est-elle un systéme complet de Uintervalle [0;2008] ?
3. Donner un exemple de systéme complet de R puis un exemple de partition de R.

& Exercice 6 : Décrire les ensembles suivants :

1.{a;b} x {a} a,b distincts. 4. R x Z. 7. R3.
2.{a;b} x {a;b} a,b distincts. 5. 72 8. {0} x {0} x R.
3.RxR. 6.R x {0}. 9.R x Z°.

QO Exercice 7 :
1. Soit f une application de E vers F', A et B deux parties de E. Démontrer que A C B = f(A) C f(B).
2. Soit f une application de E vers F, A et B deux parties de F. Démontrer que A C B = f~1(A) C f~1(B).

Exercice 8 :
Soient E, F' deux ensembles et f : E — F une application. On considére A; et As deux parties de E et B; et By deux
parties de F.

1. Démontrer que :

f(A1 U AQ) = f(A1) U f(Ag) et f(Al N Ag) C f(Al) N f(AQ)

2. Démontrer que :
FTHBLUB,) = fH(By) U f (Ba) et fT1(BiNBy) = fH(B1) N fH(By)

Exercice 9 : Préciser les ensembles de définition des fonctions f, g et f o g et calculer f o g dans les cas suivants :

1. f(z) = 2% et g(x) = 22 + 1. 4.f(x):m274 et g(x) = sinz. 7. f(z) = Va2 +x —2et g(x) = 22
2. f(z) = % et g(z) = 2% — 4. 5. f(z) = % et g(x) =sinz. 8. f(z) = ﬁ et g(x) = e”.
1

3. f(z) =sinz et g(x) = 6. f(x) =v2x+1letg(x)=1—2% 9. f(z)=In(z+1)et g(z)=2*—1.
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Exercice 10 : Soit f la fonction définie sur R par x — 22

1. Calculer f([1;2]), f([-1;2]), f([—3:2]) et f([a;b]) pour tous réels a et b tels que a < b.

2. Caleuler f~1(RY), £~ ([15-+oc]), ()i +ool), £~ ({2:4}) et £~1(] = 151]).

3. Soit g définie sur R\ {1} par g(z) = =2, déterminer f(R\ {1}).
QO Exercice 11 : Soient E, F' et G trois ensembles. Soit f une application de E vers F' et g une application de F'
vers G.

1. Démontrer que si f et g sont injectives alors g o f est injective.

2. Démontrer que si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
Exercice 12 : Les applications suivantes sont-elles injectives de E vers F'?

1. E=R,, F =R, f(z) = 2%

2. E=R, F =R, f(z) = ||

3. E=R, F =R, f(x) = 3%

4. E=R\{-1}, F =R, f(z) = =T
Exercice 13 : Les applications suivantes sont-elles surjectives de E vers F'?

1. E=R, F =R, f(z) = cosz.

2. E=R, F =R, f(z) =2z +3.

3. E=R, F =Ry, f(x) = 3e%.

4. E=RY, F=R, f(z) =z

Exercice 14 : Soit E un ensemble et A une partie de E. On consideére les applications ¢4 et ¥4 de P(E) dans P(FE)
deéfinies par ps(X) =AU X et Y4(X)=ANX.

1. A quelle condition ¢4 est-elle injective ? surjective ?
2. A quelle condition 14 est-elle injective ? surjective ?

Q Exercice 15 : Soit f une application bijective de E vers F, démontrer que f~'o f =Idg et fo f~! = Idp.

QO Exercice 16 : Soient E, F et G trois ensembles, f une application de E vers F' et g une application de F' vers G.
1. Démontrer que si f et g sont bijectives alors g o f est bijective.
2. Démontrer que dans ce cas, (go f)~' = f~tog L

QO Exercice 17 : Soient E, F et G trois ensembles, f une application de E vers F' et g une application de F' vers G.
1. Démontrer que : g o f injective = f injective.
2. Démontrer que : g o f surjective = g surjective.
3. On suppose que G = E. Démontrer que si fog = Idr et go f = Idg alors f est bijective et g = f~1.

Exercice 18 : Les applications suivantes sont-elles bijectives de E sur F'? Dans I'affirmative, déterminer I'application
réciproque.
1. E=R, F=R,, f(z)=2e*.
2. E=R, F=R%, f(z) = 2e*".
3. E=R*" F=R* f(z) = %
4. F = R+, F = R+, f(:l’) = .’]S'2.
Exercice 19 : Fonction caractéristique
Soit E un ensemble, A et B deux parties de E. On note x 4 la fonction caractéristique de A définie sur E et a valeurs

dans {0;1} par :
(2) = O,siz¢g A
XM= L sizea

Démontrer que x4 = xa.

Démontrer que x5 =1 — xa.

Démontrer que x 4\p = xa(1 — xB)-

Démontrer que A = B si, et seulement si x4 = xB.

ANl S

Démontrer a I’aide des fonctions caratéristiques que A = B < (AN B =AU B).



